Analisi Matematica

Foglio di esercizi n. 2
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Risolvere
4o+l 3Tl 48 9%,

Abbiamo che

483
4.2296-31‘-3—1<48-2x<:>22x—~’0-3x<T:36=62<:>6“"’<62<:>9:<2

e dunque l'insieme delle soluzioni ¢ (—o0, 2).

Esercizio 1.b. Risolvere . .
'__4’ ' '—+6' > 16.
x x
Poniamo y = 1/z. Esaminando gli argomenti dei valori assoluti abbiamo che la disequazione &
equivalente a

y >4 y —6<y<4 y y < —6
(y—4)+(y+6)>16 —(y—4)+(y+6)>16 —(y—4)—(y+6)>16

y=>4 y —-6<y<4 y y < —6
20+2 > 16 10 > 16 —2y—22>16
Il primo sistema vale per 1/z = y > 7, il secondo non ha soluzioni, mentre il terzo vale

per 1/x = y < —9. Osservando che x # 0, l'insieme delle soluzioni ¢ dato dalle condizioni
0 <z <1/7oppure —1/9 < x < 0 ossia

)08

ossia

Esercizio 1.c. Risolvere 1 5

<3
$_2 g1

Poniamo y = 8%, da cui

dy+4+5y—10—3(1y2 —y—2 32 4+ 12
y+44 5y (v* —vy )<0@ Y+ 12y

WDy —2) EDIED R

che e risolta per
y<—-1 VvV 0<y<2 V y>4
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Considerando che y = 23% & sempre positivo, si ha

1 2
2% 9 v 23x>4<:>g:<§ V; T>3

e dunque l'insieme delle soluzioni e
1 U 2 N
—00, = — 400 .
) 3 37

Esercizio 1.d. Risolvere
16sin2(:c) + 160052(90) <17.

Ponendo y = 16°5(®) si ha che 1652°(®) = 161~*(®) = 16y~! ¢ la disequazione data diventa

(y —1)(y — 16)
y

16y +y <17 < <0ey<0 VvV 1<y<I16.

Ora y = 16°°®) < ( & sempre falsa, mentre
1 <1670 <16 < 16° < 16°5°®) < 16" < 0 < cos?(z) < 1

e verificata per ogni x € R. L’insieme delle soluzioni e R.



Esercizio 2.a. Determinare il dominio D della funzione

f(z) =log(Va?+3—z—1).

Le condizioni di esistenza per il dominio sono

z+320 ef{r<-1v vzl e{r<-1v vzl
r<— r<-—
Va2 +3>x+1 2 +3> (z+1)> 2> 2

e quindi
D= (—oc0,—-1)U[-1,1) = (=00, 1).

Esercizio 2.b. Determinare il dominio D della funzione

f(z) =log(Va? —9— |z] +1).

Le condizioni di esistenza per il dominio sono

2—=9>0 - lz| >3
Va2 —9> |z| -1 vz —9> |z| -1
Se |x| > 3, si ha che |z| — 1 > 0 e quindi
Va2 —9> |z —1e 2> - 9> (o) - 12 =2 - 2|z|+1 < |z| > 5

e cosl
D = (=00, —5) U (5, +00).

Esercizio 2.c. Determinare il dominio D della funzione

(L+3)
f@) = G- r1p
Le condizioni di esistenza per il dominio sono
1—|—%>O r<—-1V x>0 r<—-1V x>0
In8@—2x+1|)#0 & 2z —1]#7 Sr#3 N x#—4
8— 2z +1|>0 —8<2r+1<8 <<t

2 2

Da cui, alla fine otteniamo



Esercizio 2.d. Determinare il dominio D della funzione

f(x) = arcsin (ﬁ) :

Dobbiamo determinare le soluzioni di

—1 |<1
‘,/x—1—2 - S1<|V]jz-1-2/<3<V]jz=1] vV /]jz—-1<1
Vie=1-2#0

La prima disequazione ¢ equivalente a |z — 1| > 9 e dunque ha soluzioni (—oo, —8]U[10, 00). La
seconda ha soluzioni equivalente a |z — 1| < 1 e dunque ha soluzioni [0,2]. Unendo i risultati
ottenuti troviamo l'insieme completo delle soluzioni. Possiamo concludere che il dominio e

D = (o0, 8] U[0,2] U [10, o).



Esercizio 3.a. Dimostrare per induzione che
Vn > 6, n2" < n!
Passo base. Verifichiamo P(6):
6-2° =384 < 6! = 720.
Passo induttivo. Dimostriamo che che per n > 6 se vale P(n) allora vale anche P(n + 1):

P(n)
(n+1)2"=mn+1)-2-2"<(n+1)-n2" < (n+1)n!=(n+1)

Esercizio 3.b. Dimostrare per induzione che

2
Vn > 5, ( n) < 4n1

n

Passo base. Verifichiamo P(5):
2.
252 = ( 55) < 4% = 256.
Passo induttivo. Dimostriamo che per n > 5 se vale P(n) allora vale anche P(n + 1):
2(n+1)\  2(n+1) 2n+1 5 2n +1
n+1 )  n+1 n B n+1
22n+1) (2n\ PO 220+ 1)
n+1 n+1 '

n

Basta allora verificare che

n+1
ossia
2n+1<2(n+1)=2n+2
che ¢ vera.

Esercizio 3.c. Dimostrare per induzione che

V> 1, ij _ n(n+1)6(2n+1).
k=1

Passo base. Verifichiamo P(1):




Passo induttivo. Dimostriamo che per n > 1 se vale P(n) allora vale anche P(n + 1):

1)(2 1
Z Zk2 + (12D n(n + )6(n+ )+(n+1)2
k=1
(n +1)(n@2n+1)+6(n+1) (n+1)(n+2)(2n+3))
B 6 B 6 ‘
Esercizio 3.d. Dimostrare per induzione che
Vn>1leVr#1 Zx —1
- ’ r—1

Passo base. Verifichiamo P(1):

Opat => ot il S
€T xr = xr = —_= €.
r—1

Passo induttivo. Dimostriamo che per n > 1 se vale P(n) allora vale anche P(n + 1):

n+1

P (n) i | L 2
_ amn n+1 4 n+l _
2 Z z - 7o
Esercizio 3.e. Dimostrare per induzione che
Vn € Nt e Vz € (—1,0), (1+2)" <1+ nx+n’z>

Passo base. Verifichiamo P(1):
l+r<lt+z+a2’e2?>0

dove 2% > 0 vale perché x # 0.
Passo induttivo. Dimostriamo che che per n > 1 se vale P(n) allora vale anche P(n+ 1): dato
che (1+z) >0,

n+1 n P(n) 2.2
I4+2)"" =14+2)"(1+2z) < (I4+nx+n°z”)(l+z)=
=14+ (n+Dz+ n+n*+n22)2®> <1+ (n+ Dz + (n+1)%>
dove I'ultima disuguaglianza vale se

n+1
2

(n+n”+n*t) < (n+1)P &<
n

che & vera dato che z < 0 < "+1



Esercizio 4.a. Determinare ’estremo superiore e ’estremo inferiore dell’insieme
A= {sin(1/z) : x € (0,400)}

specificando se sono anche rispettivamente massimo e minimo.

I valori della funzione seno appartengono all’intervallo [—1, 1], quindi se esiste x; € (0, 400)
tale che sin(1/x1) = —1 e esiste x5 € (0,+00) tale che sin(1/x) = 1 possiamo concludere che

inf(A) = min(A4) = —1 e sup(A) = max(A4) = 1.

Ad esempio possiamo prendere z; = = € (0,+00) e T3 = 2 € (0, +00).

Esercizio 4.b. Determinare I’estremo superiore e ’estremo inferiore dell’insieme
A= {x € (0,+00) :sin(1/x) = 0}

specificando se sono anche rispettivamente massimo e minimo.

Le soluzioni z > 0 dell’equazione sin(1/z) = 0 sono

con k € Nt e quindi

1
A={¢— . keNT}.
{kvr © }

Dato che ;= < 1 e 1 e A abbiamo che sup(A) = max(A) = L. Mentre

1 1
VEENT, 0<-— A Ve>0, -— <eperkecNt taleche k> L
km km €

implica che che A non ha minimo e inf(A) = 0.

Esercizio 4.c. Determinare I’estremo superiore e 1’estremo inferiore dell’insieme
A:{n—\/n2—n ; nEN+}

specificando se sono anche rispettivamente massimo e minimo.
Dato che 2 (2 )
n®—(n“—n 1
a, =n—vVn?—n= =

n+vn?—n _1+ /1_%’

si verifica facilmente che {a,}, € una successione decrescente ossia a,1 < a, e quindi

sup(A) = max(A4) =a; = 1.
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Per ogni n € NT,
1
iy = ———p— >
144/1- =
n

N —

<1

(142¢)2

Inoltre per € > 0, scegliendo n € N* tale che n > o

e A non ha minimo.

,siha 1+ ¢ > a, e quindi inf(A4) = 1

Esercizio 4.d. Determinare I’estremo superiore e ’estremo inferiore dell’insieme

10
A:{n—l—— 0 n€N+}
n

specificando se sono anche rispettivamente massimo e minimo.

Osserviamo che per n € N*, a, = n + % > n e quindi I'insieme non e limitato superiormente.
Quindi sup(A) = +o00 e A non ha massimo.
Inoltre per n = 1,2, 3 otteniamo i numeri 11, 7, 19/3 e per n > 4, si verifica che

10 19
n+—>4>—.
n 3
Cosl 19
inf(A) = min(A) = min{11,7,19/3} = 3

Esercizio 4.e. Determinare ’estremo superiore e 1’estremo inferiore dell’insieme
A= {\/§|n2 — 20|+ 20tan(nn/3) : n € Z}

specificando se sono anche rispettivamente massimo e minimo.

Il termine v/3|n? — 20| non ¢ limitato superiormente, mentre 20 tan(n/3) ¢ limitato perché per
ogni n € 7,

tan(nr/3) € {—/3,0,V3}.

Quindi sup(A) = +o00 e A non ha massimo.
Osserviamo che se |n| > 7 allora

V3|n? — 20| 4 20 tan(nw/3) > V3(49 — 20) — 20v/3 = 9v/3 > 0

mentre calcolando esplicitamente il termine per n € [—6,6] N Z si vede che il minimo viene
raggiunto per n = —4 e vale —16v/3 < 0. Cosi

inf(A) = min(A) = —16v/3.



Esercizio 5.a. Calcolare

lim
n—o00 ’)’L5 —+ n2n
Abbiamo che
—0 —0 —0
10" n! 5™
10™n! — 5*n™ . n oaon pon
im = lim I g‘ n—_—o
n—00 n5 -+ n2n n—o00 n
—m TL
n n
~—~
—0

Esercizio 5.b. Calcolare

i (2" — 1)(2 — cos(n!))
n—00 log(3" — 1) )

Dato che 2 — cos(n!) > 1,

—0
1
2n — 1)(2 — ! on (1 ~ on )
ST U R S Gl B
n—o00 n _ n—s00 _
n \TL/ 111(3) + g—
—+00 n
N—_—— —
—0
e per confronto il limite dato vale 4o00.
Esercizio 5.c. Calcolare
(5 —n)® +n°

li .
= (4—n)*+nt

Sviluppando le potenze al numeratore e al denominatore otteniamo che per n — oo,

(5—n)>+n°  —n®+25n"+p(n) +n° 25 + A 25
(4—n)t+nt nt +q(n) +nt B

dove p(n) e g(n) sono due polinomi di terzo grado.



Esercizio 5.d. Calcolare
1 (4" —n 4"+ n)

Abbiamo che

1 <4" —n 4"+n) _ (@ =n)2"—n) - (4" +n)(2" +n)

M4n 2 —n n(4" —n?)
n n 1
_ —2(4r+2n)  —2(14 )
n __ n2 :
n(4m — n?) -z
Quindi
1 /4m — 4n —2(1+ 4
lim — n_Zdn :lim(if):—z
Esercizio 5.e. Calcolare
. (=2)"n

1 .
n—o00 n2 —|—1

. _9)n .. . . . .
La successione a,, = (an)rl” non ha limite. Infatti considerando le sottosuccessione generata dai
numeri pari e quella generata dai numeri dispari, otteniamo limiti diversi

ren) —2.47(2n + 1)
Qo = o5 00 € Qgpiq =
T (2n)2+1 T on+ 1241

Esercizio 5.f. Calcolare
3n 4 on’+3
lim

erenl 1Og(nn) + 2n2+1 :

Per n — oo,
37 4+ 2n2+3 3" 4 8. 2n2 2”2 (8 + 3" - 2—n2> 8
log(n™) +27*+1  plog(n) +2-2"* 27 (2+nlog(n)-2-7") = 2
Esercizio 5.g. Calcolare
. log(n?+3)
lim ———=.
n—oo log(n? + 2)
Per n — oo,
In n?
In(n?+3)  In(n2(1+3/n%) 2In(n)+In(1+3/m2) 2+ 250 2
W(it2/n%) 3

In(n3+2)  In(n3(1+2/n3))  3In(n) +In(1+2/n3) 34 )
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Esercizio 5.h. Calcolare

lim (2 n—3\/ﬁ+1—\/4n+1).

n—oo

Razionalizzando la differenza di radici quadrate si ha

) — 2y/n—3Vn+VInt1
9 n—3ﬂ+1—m—(2 3vn m) 2v/n —3y/n+An + 1

 4(n—3yA) — (dn+1)
S 2y/n—3Vn+VAn+1
B 12— 1

C2V/n—3Vn+Vin+1

Cosi, per n — o0,

2 n_3ﬁ+1_m_\/ﬁ<2\/1_%+\/4+ﬁ)_>2+\/1— 3.
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