Analisi Matematica
Esercizi di riepilogo - Terza parte

Esercizio 1. Sia

f(x) = arcsin (

a) Determinare il dominio di f.
b) Quali sono gli asintoti di f7

z? — |z + 2|
x? + 2 ’

a) I1 denominatore z% + 2 & sempre diverso da zero. Inoltre, dato che la funzione arcoseno &
definita nell’intervallo [—1, 1], dobbiamo imporre che valga la doppia disequazione
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ossia
(2?2 <2?—|r+2 <2?+2

e quindi
—2< |z +2] <227 4 2.

La disuguaglianza a sinistra e sempre soddifatta e dunque rimane da risolvere quella a destra.
Spezziamo 'analisi a seconda del segno dell’argomento del modulo:

r+2<0 U r+2>0
—r—2<22242 r+2< 22242
< —2 U x> —2
202 +x+4>0 (2 — 1)z >0
T < =2 U T > —2
r€eR r<0Vz>1/2

D = (—o00,0] U [1/2, +00).

ossia

Dunque il dominio e

b) La funzione & continua in D e

: . 7T
xl_l}gl@f(ﬂ;) = arcsin(1) = 5

Quindi y = 7/2 & I'unico asintoto di f.



Esercizio 2. Siano

2

g(x) :x<log (14—37—%) —x).

222

f@) = (=) = =

a) Calcolare i polinomi di Taylor di ordine n =4 di f e g in zy = 0.

f(1/z)
g9(1/x)

b) Qual e I'asintoto della funzione h(z) = per x — 4007

a) Abbiamo che

[ 2 3 A 2
f@)= (14a+G+g+ o) - (1-at 5 -5+ +o))
—223(1 - % + o(a?))
z3 2
(21’ + 5 + 0(x4)> — 227 + 22" + o(a*)

4t 1024
= (41’2 + % + 0(x4)> — 227 4 22* + o(a?) = 227 + ; + o(x?)
o . L . . o . ,  10z*
e quindi il polinomio di Taylor di ordine n =4 di f in g =0 ¢ T} () = 22° + —
Inoltre
x? 1 r2\2 1 22\3 3
o) =o((r-5) - 3(e-5) +3(e-3) +ota®)-2)
2 2 3 3 5t
:$<—%—%+%+%+O(ZL’3)) :—x3+%+0(x4)
o . o . 5 bat
e quindi il polinomio di Taylor di ordine n =4 di gin zg =0 ¢ Ty, () = —a° + -

b) Per x — 400 allora t = 1/x — 01 e per a),

C f(/x)  Tug(l/z)+o(l/zt)  EF+gx+o(l/at) 227+ B +o(1)

h(x) = = = - .
) = 00/2) = Ty (/o) T o(l/ah) ~ %+ 5 +o(l/ad) — —a+ 2 +o(1)
Quindi
m = lim M = -2
r—+o00 I
e
202 + 9 4 o(1) + 2z(—z + 2 + o(1
d= lim (h(z)— (~20)) = tm 25 tolb)t2r(zed gt o(l)
T— 400 T—+00 —x + s -+ O(l)

~ lim D+o(1)+z(2+0(1)) 53 5

Cosi 'asintoto cercato ¢ y = —2z — g



Esercizio 3. Sia la seguente equazione di secondo grado in C:
2(z — 2v/24) = 2V/31.

a) Calcolare le radici quadrate del discriminante A.
b) Determinare le soluzioni dell’equazione in forma cartesiana.

a) Risistemando i termini si trova
22 —2v2iz —2V3i=0
e quindi il discriminante A & uguale a
A =0 —dac = (—2v2i)* —4-1-(—2V31)
— —8+8V3i = 16( - % + @) = 162713,
Allora le sue due radici quadrate sono

. 1 )
+4 ™/ = j:4<§ + g) = 4+2(1 +iV3).

b) Infine le due soluzioni dell’equazione in forma cartesiana sono:

21

_ b VA 2024 2(1+40V3) 1 iVa 43
2a 2

L _Th=VA _2iv2-2(1+iV3) = —1+i(vV2—3)
27 2a B 2 B Z - .



Esercizio 4. Risolvere il problema di Cauchy per x € (0, +00),

!
=4z —
y(1) =
Risistemando 1 termini si ha 5
y'(x) + y(@) = 4x.

Cosi il fattore integrante e

Quindi, con la sostituzione s = 2%/3, abbiamo che x = s*2, dx = 352 ds e

/eA(x) f(x)dr = /ex2/34at dr =4 / e*453/? 281/2 ds
:6/3265ds:6(82 —2s5+2)e’ +¢
= 6(z*3 — 222/ + 2)6”52/3 +c.

Allora la soluzione generale e
y(ZE) — ¢ A@) /eA(x) f(:l?) dr = 6($4/3 _92/3 + 2) i C6_:(/,2/3.

Imponendo la condizione y(1) = 5 abbiamo che
5=y(1)=6+ce! = c=—e¢
e la soluzione cercata in (0,400) &

y(x) = 6(z® — 22205 1 9) — 1=,
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Esercizio 5. a) Calcolare / T
g 22—4z+5
box—1
b) Esiste ¢t > 0 tale che / —————dz =07
0 22 —4x+5

a) Abbiamo che
r—1 r—1

22— 4z +5 (z—2)2+1

e dunque con la sostituzione t =z —2sihax=t+2,dr=dt e
3 1
-1 t+2)—1
/xidx:/ t+2)-1,
9 2?2 —4x+5 o 241

—/1 I I
o \241 0 241

_ E log(® + 1) + arctan(t)}

1

0

1 ™
= —log(2 —.
5 og( )+4

b) Consideriamo la funzione integrale

boxr—1
Fit)= | ————du.
®) /0:)32—4x+5x

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, la funzione F' ¢ continua in [0, +00).
Dato che per z € [0,1), w22~ < 0 allora F(1) < 0. Inoltre, per z — 400,

) x2—4x+5
r—1 1
2 —4x+5 =
e quindi I'integrale improprio e divergente,

teo x—1
Jim (1) /0 P P dx = 400

Allora per il teorema degli zeri deve esistere un valore t > 1 tale F'(t) = 0.



