Analisi Matematica

Foglio di esercizi n. 12
SOLUZIONI

Esercizio 1. Tracciare il grafico della funzione
f(z) = |3 = ale!/ ="

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di mas-
simo/minimo relativo, eventuali punti di non derivabilita, intervalli di convessita/concavita
ed eventuali flessi.

Il dominio ¢ D = R\ {2}. Dato che f(z) = |g(z)|, consideriamo anche la funzione g(x) =
(z — 3)e’/?=2), Per x — 400 si ha che

g(z)=(x=3)14+1/2—x)+o(l/z))=x—3—-14+0(1) =2z — 4+ 0o(1).

Quindi la funzione f, per x — +oo ha un asintoto obliquo y = x — 4 e per x — —oo ha un
asintoto obliquo y = —z + 4. Inoltre lim,_,o+ f(x) =0 e lim,_,o- f(x) = +o0.
Per x # 2, la derivata prima di g &

o P=3r+1
g (z) =M. oo

Notiamo ¢’ = f' per x >3 e ¢ = —f per x < 3. Il punto = 3 & un punto angoloso per la
funzione f:

fLB)=—g(3)=-1/e e [L(3)=4'(3) =1/e.
Si noti che lim,_,o+ f'(z) = 0.
Inoltre si ha che f & crescente in [(3 —/5)/2,2), in (2, (3 ++/5)/2] e in [3,+00). La funzione
f & decrescente in (—oo, (3 —+/5)/2] e in [(3 ++/5)/2,3]. Il punto » = (3+/5)/2 € (2,3) & di
massimo relativo, mentre il punto z = (3 — v/5)/2 € (0,1) & di minimo relativo. Non ci sono
punti di massimo assoluto mentre z = 3 ¢ un punto di minimo assoluto con f(3) = 0.
Per x # 2, la derivata seconda di g

3r— 17

g”(llf) _ el/(2—x) X m

Quindi f e convessa in (—o0,2), in (2,7/3] e in [3,400), ed & concava in (7/3,3]. Il punto
x =7/3 ~ 2.333 ¢ 'unico punto di flesso.
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Crafico di f(z) = |3 — [/ in [2,3.2]
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Grafico di f(z) = |3 — z]e!/*™



Esercizio 2. Calcolare 'integrale

1
/ vz arcsin(2z — 1) dz.
0

Integrando per parti, e poi effettuando la sostituzione ¢t = v/1 — z, si ha che

1 1 21.3/2
/ Vv arcsin(2z — 1) do = / arcsin(2x — 1) d ( 3 )
0 0

1 2 [t 2x3/2

— dx
O 3Jo V/1—(2x—1)?

o [l 9.3/2
= — (arcsin(1) — 0) — = ’

3 0 \/4x(1 —a?) dl’

1
/ Y dx
0o Vv 1—x
0 1— t2
/ (=2t df)
Lt

}
0

= = [arcsin(2z — 1)x3/2}
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Esercizio 3. Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare di o € R,

e 1 x
1 .
/1 @ 1) 8 (az—l) o

Calcolare 'integrale per a = 1/2.

Nell'intervallo (1, +00) i punti da indagare sono due: 17 e +o0.
Perx -1t t=2—-1—0",

1 ( x ) _ log(1 +t) — log(t) N _ log(t) _ 1
(x— 1) r—1 te t t|log ()|~

Quindi, per la convergenza, a < 1.
Per x — +o00,

! lo ° = ! —lo 1—l !
(x — 1) S\ -1 ~(z— 1) & x ot

Per la convergenza, o + 1 > 1 ossia a > 0.
Cosi, l'integrale improprio dato e convergente se e solo se 0 < a < 1.

Ora calcoliamo l'integrale per a = 1/2. Ponendo s = /x — 1 e dx = 2sds, si ha che

oo q 241

too T
1 dr = -1 2sd
1 vx—10g<$—1) ’ /0 Sog< 52 )(SS)
+oo
:2/ log(1+s_2) ds
0

+o0 _9e—3
:2[slog (1—1—5_2)];%—2/0 s - (1 jss_z) ds

+o0o 1
=0+4 d
+ /0 152 S

= 4 [arctan(s)]j>° = 4 -

Si noti che lim slog (1 + 5_2) =0e lim slog (1 + 5_2) =0.

s—0t s——+00



Esercizio 4.a. Risolvere il seguente problema di Cauchy per z € (0, +00),

y'(z) + LA arctan(z)

Prima determiniamo una primitiva di a(x) = 1/x per x > 0 ¢

A@g:/@@mx:/%¢nﬂ%@y

Allora il fattore integrante e

Alz) _ elog x

(& =X.

Quindi integriamo

/Qwﬂ@mzmemm@mz/mmmmw)

= 2? arctan(z) —/ T dx

1+ 22

1
= 2% arctan(x) — / (1 “1x xz) dx

= 2% arctan(r) — z + arctan(z) + ¢
= (2® + 1) arctan(z) — x + ¢

e la soluzione generale e

y(z) = e 4@ /eA(:”) f(z)de = % ((#* +1) arctan(z) — z + ¢

1
= (1’ + —) arctan(x) — 1+ <
x x
Infine imponiamo la condizione y(1) = —1:
y(l) == —1+c=—-1
2
da cui si ricava che ¢ = —7. Quindi la soluzione cercata in (0, +00) ¢
()= 2+ 1) arctana) -1~ 7
z)= |z + — ) arctan(z) — 1 — —.
Y T 2z



Esercizio 4.b. Risolvere il seguente problema di Cauchy per x € R,
(14 24y (z) = —42®y(x) + 322
y(0) =5
Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine e per identificare correttamente
la funzione a(x) dobbiamo prima risistemare i termini
43 () 32
x) = )
1+t 1+t

y'(x) +

Allora a(x) = 42%/(1 + 2*) e una sua primitiva &

Az) = / o(z) dz — / A / L i) = log(1 + oY)

14 24 14z

e il fattore integrante e

eA(m) — elog(1+m4) =14+ 1’4.

Quindi integriamo

2
/eA(””)f(x)d:c:/(1+:c4)'13f dxz/szdx:x?’ﬂLC

x4

e la soluzione generale e

3
y(z) = =AW / A fla)do = T8

Ora imponiamo la condizione y(0) = 5:

y(0)=c=5
Quindi la soluzione cercata in R e
() 2 +5
x) = )
4 xt+1



Esercizio 5.a. Risolvere
(z + 3)° = 64.

Risolviamo prima l'equazione w® = 64 dove w = z + 3 ossia determiniamo le radici terze
complesse di 64. Dato che 64 = 2%¢% le radici terze sono

wy = 29313 per £ =0,1,2

ossia
wo = 4eP = 4, wy = 4P = —2 4 2/3i, wy, = 4P = —2 — 2V/3i.

Cost le soluzioni dell’equazione data sono tre:

=wy—3=1, z=w —3=-5+2V3i, z=w,—3=—-5-—2V3i

Esercizio 5.b. Risolvere

(z* +16)(2% — 22 + 3 — 2iV3) = 0.

Il primo fattore si annulla se e solo se z & una radice quarta di —16 = 2%¢'™ ossia z;, = 2/ (7t2k™)/4,

con k=0,1,2,3:

20 = 26" = V/2(1 + 1), 2 =263t = \/2(—1 41),
2y = 28" = \/2(—1 —4), 75 = 2074 = \/2(1 —4).

Per il secondo fattore risolviamo ’equazione di secondo grado
22 —22+3-2iV3=0.

Abbiamo che
A= (-2 —4(3 - 2iV3) = 8+ 8iv/3 = 16/

le cui radici quadrate sono
463 = 4(cos(n/3) +isin(m/3)) =2+ 2iV3 e —4e™P = -2 - 2i\/3.

Cosi le due soluzioni dell’equazione di secondo grado sono

_24Q242V3) e 2-0242V3) e

Z‘* 2 2

Quindi le soluzioni complesse dell’equazione data sono sei: zg, 21, 22, 23, 24, Z5.



Esercizio 6.a. Per f(z,y) = x—:Ly, determinare il gradiente nel punto (3, —1) e I'lequazione
Ty

del piano tangente al grafico nel punto (3, —1, f(3,—1)).

Abbiamo che

0 (r—y\ _ @ty —(@-y) 2
folz,y) = Ox (:H—y) (x +y)? (z +y)?
_ O faz—y\_ —@ty)—(@-y 2

da cui il gradiente in (3, —1) & uguale a

1 3
VG —1) = (f2(3, 1), £,(3, 1)) = <_§, _5) |
Cosi il piano tangente al grafico di f nel punto (3,—1, f(3,—1)) &

2=f3, =D+ 6, -1 -3+ f,6, -1y +2)

1 3 r 3y
—2 - S(r-3) - (y+1)=2-2_-Y
Esercizio 6.b. Per f(z,y) = /25 — 22 — 242, determinare il gradiente nel punto (—1,2) e

I'equazione del piano tangente al grafico nel punto (—1,2, f(—1,2)).
Abbiamo che

0 x
T s = — — 2 — 2 = —
falz,y) = - (\/25 z? — 2y ) S
0 2y
= — — 2 _ 2 _ —
hw.y) =5 (\/ 25 —x? =2y ) g

da cui il gradiente in (—1,2) & uguale a

1
Vi(=1,2) = (fz(—1,2), f,(—1,2)) = (Z’ —1) .
Cosi il piano tangente al grafico di f nel punto (—1,2, f(—1,2)) &

2=f(=12)+ fo(=1,2)(z + 1) + f,(=1,2)(y = 2)

1 25 «x
—d+-(z+1)—(y—2)=Z4Z—y.
+4(56+) (y—2) T



Esercizio 6.c. Per f(z,y) = 2arctan(y/x), determinare il gradiente nel punto (1,1) e
'equazione del piano tangente al grafico nel punto (1,1, f(1,1)).

Abbiamo che

0 —2 2 2
folz,y) = p (2arctan(y/x)) = % = —Wny
2/x 2x

0
fy(zay) = a_y (2arctan(y/x)) = 1+ (y/x)Q = 22 + 12

da cui il gradiente in (1,1) & uguale a
Cosi il piano tangente al grafico di f nel punto (1,1, f(1,1))

2= fLD)+ L0 D@ -1+ f,(L 1) 1)

:g—(x—1)+(y—1):g—x+y.

sin(zy?)

Esercizio 6.d. Per f(x,y) = , determinare il gradiente nel punto (7, 1) e ’equazione

del piano tangente al grafico nel punto (7, 1, f(m,1)).
Abbiamo che

2
= ycos(zy”)
y

sin(:vy2)> _ y* cos(xy?)
9 (Sin(xy2)> _ cos(ay?)Reyly —sin(ey?) _ o oo S@y)

y? y?
da cui il gradiente in (7, 1) & uguale a

Vi, 1) = (falm 1), fy(m, 1)) = (=1, —27).
Cosi il piano tangente al grafico di f nel punto (7,1, f(m, 1)) &

2= f(m 1)+ fo(m, D) (x — ) + fy (7, 1)(y = 1)
=0—(z—m) —2n(y—1) =37 —x — 27y.



Esercizio 7.a. Trovare tutti i punti critici della funzione f(z,y) = y?e” — 2% + z e studiarne
la natura.

Abbiamo che

0
felz,y) = B (yzem — 2+ x) =ye” — 22 +1
0
fy(z,y) = oy (erx — 22+ z) = 2ye”.
I punti critici si ottengono risolvendo V f(z,y) = (fu(z,v), f,(z,y)) = (0,0) ossia

{y2ew—2x+1:o {—2x+1=0 {x:1/2

2ye® =0 y=20 y=20

e quindi c¢’¢ un solo punto critico: (1/2,0).
Inoltre le derivate seconde di f sono:

f:c:c(xay) = y26x —2
fmy(x7y> = fym(x,y) = 2y€x
fyy(xay) = 2¢”.

fgcgc fgcy
fyﬂc fyy

Calcoliamo la matrice hessiana H; = [ } nel punto critico:

H(1/2,0) = {_02 2\0/6] :

Dato che det(H;(1/2,0)) = —4y/e < 0 allora (1/2,0) & un punto di sella.

Esercizio 7.b. Trovare tutti i punti critici della funzione f(z,y) = 2 — 4zy + 3y*> + y3 e
studiarne la natura.

Abbiamo che

0
felz,y) = p (932 — dzy + 3y? +y3) =21r — 4y

0
fy(x,y) = By (2% — 4wy + 3y* + ¢°) = —4x 4 6y + 3y,

I punti critici si ottengono risolvendo V f(z,y) = (fu(z,v), f,(z,y)) = (0,0) ossia
20 —4y =0 r =2y r =2y
—4r+6y+3y> =0 | -4Q2y) +6y+3y* =0 " |yBy—2)=0

e quindi i punti critici sono: (0,0) e (4/3,2/3).

10



Inoltre le derivate seconde di f sono:

fmy(:c,y) = fyw(x7y> =—4
fyy(z,y) = 6 + 6y.

fxx fxy
fyﬂc fyy

Calcoliamo la matrice hessiana Hy = [ } nei punti critici:

Hf(o,()):{f4 _4] e Hp(4/3,2/3) = {_24 iﬂ.

Dato che det(H(0,0)) =12 — (—4)? = —4 < 0 allora (0,
Dato che det(Hy(3,2)) =20 — (—4)2 =4 > 0 e ful(s,3

minimo relativo.

0) ¢ un punto di sella.
)

=2 > 0 allora (3, %) & un punto di

Esercizio 7.c. Trovare tutti i punti critici della funzione f(x,y) = 2y(1 — x — y) e studiarne
la natura.

Abbiamo che
0
fx(x,y)za—x(afy(l—x—y))=y—2xy—y2=y(1—2x—y)
0
flw.y) = 5. eyl =2 =) = o —a® = 2zy = x(l —x - 2).

I punti critici si ottengono risolvendo V f(z,y) = (fo(x,v), fy(x,y)) = (0,0) ossia
y(l—=2z—y) =20 y=0 U y=1-—2x
r(l—2-2y)=0 "|2(1-2—-2y)=0 r(l—x—2y)=0

y=20 U y=1-2zx
z(l—xz)=0 z(3x—1)=0

e quindi i punti critici sono: (0,0), (1,0), (0,1) e (1/3,1/3).
Inoltre le derivate seconde di f sono:

fmy(xay) = fym(x,y) =1-2x— 2y
fy(z,y) = —22.

fgcgc fgcy
fyﬂc fyy

Calcoliamo la matrice hessiana H; = [ } nei punti critici:

.0 =) o= Sl men=3 L aan-0 ).

11



Dato che det(H;(0,0)) = —1 < 0 allora (0,0) € un punto di sella.
Dato che det(H(1,0)) = —1 < 0 allora (1,0) & un punto di sella.
Dato che det(H;(0,1)) = —1 < 0 allora (0,1) ¢ un punto di sella.
Dato che det(Hy(5,3)) = 5 > 0 ¢ fou(3,3)) = —2 < O allora (3,1) ¢ un punto di massimo

relativo.

4
Esercizio 7.d. Trovare tutti i punti critici della funzione f(z,y) = — + a + 2y e studiarne la
oy

natura.

Abbiamo che per x #0 e y # 0,

I punti critici si ottengono risolvendo V f(z,y) = (fo(x,v), fy(x,y)) = (0,0) ossia

4y = a2 dy = 4y?
—=+y=0 ! 2 ’ g y=1
x+?2’ 0 x =2y LT =2y , 5
— = xr =
v r#£0y#0  |z#0,y#0

e quindi c¢’¢ un solo punto critico: (2,1).
Inoltre le derivate seconde di f sono:

fualy) = =
1
fmy(xay) - fym(x,y) - _E
2
fyy(@,y) = yf
fmw fmy

} nel punto critico:

1 -1
-1 4|

Dato che det(Hf(2,1)) =3 >0e fu,(2,1) =1 > 0 allora (2,1) & un punto di minimo relativo.

Calcoliamo la matrice hessiana H; = {

fyx fyy

Hi(2,1) =
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