Analisi Matematica
Foglio di esercizi n. 11
SOLUZIONI

[t
0 +/sin(z)
Dop aver separato l'integrale poniamo t = sin(x), allora dt = cos(z)dz e
T w/2 ™
/ | cos(x) s / cos(x) dr / cos(x) s
0 /sin(z) 0 sin(x) ©/2 \/sin(z)
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Esercizio 1.a. Calcolare

Esercizio 1.b. Calcolare "
/ sin(2x) log?(sin’ (7)) dz.
0

Ricordando che sin(2z) = 2sin(x) cos(z), poniamo ¢ = sin?(z), allora dt = 2sin(x) cos(z)dx e

/4 1/2
/ sin(2x) log?(sin?(z)) do = / log®(t) dt
0 0

1/2 1/2
- [t 1og2(t)}0/ - /O t d(log*(t))
= log;(Q) — 2/01/2 log(t) dt
_ 10g2(2) ) [t log(t) — t} (1)/2
— log;(Z) +log(2) + 1.

Esercizio 1.c. Calcolare

+o0 2
/ log (z* — ) de.
1

3

Integrando per parti abbiamo

log(z? — ) 9 1 log(z* — x) T—3
/de:/log@ —2)dl=55) = _TJr/mdx'



La funzione razionale da integrare si decompone come

x—% x—% _A B C D

2(22 —x)  23(x—1) «z ?jLEjo—l

dove si trova che

Rl RPN e B |
D=lm—5 =g ¢ C=m7— =7
Ponendo z = 1/2 e x = —1, otteniamo altre due equazioni, rispettivamente 2A + 4B = —3 e

—A+ B =0 da cui otteniamo A = B = —1/2. Dunque
1
r—1 111
= dr = — — —— =]
/$2(x2—x) YT 4x2+20g

+oo 2 2 _ “+o00
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Infine

] =

2 _ _
_ 1 lim (@ —Dlog(zx —1)\ 1
a1+ 22 4
1 1
— 00— - = ——
4 4

Esercizio 1.d. Calcolare
+o0
/ e “(arctan(e”) — arctan(e™ ")) dx.
0
Posto t = e~* si ha che x = —log(t), dx = —dt/t e integrando per parti si trova
~+o00 0
/ e “(arctan(e”) — arctan(e™")) dx = / t(arctan(1/t) — arctan(t)) (—dt/t)
0 1

= /Ol(arctan(l/t) — arctan(t)) dt

= [(arctan(1/t) — arctan(t))t];.
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_/( 1 )tdt
o \1+(1/t)2 1+41¢
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= dt
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- [log(l + t2)} = log(2).
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Esercizio 2.a. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

+o00 1 3
/ og (;ﬁ) dr
1 (z—=1)2log”(1 + x®)
al variare del parametro a € R.

Sia

log®(x)
(z — 1)2log” (1 4 z%)’
Nell'intervallo (1, 400), i punti da indagare sono due: 17 e 4+00.
Perx — 1t t=2—-1—0"e

fx) =

log®(1 + 1) t3 1 1
talog®(2)  telog®(2) log®(2) to?

flz) ~
Cosi, per la convergenza, a — 3 < 1 ossia a < 4.

Per x — 400 abbiamo che

log’(z)  log’(z) 1
zolog®(x®) a9 adlog’(x) x5 log(x)’

Quindi, per la convergenza, a + 5 > 1 ossia a > —4 (si noti che I'esponente del logaritmo &
2>1).
L’integrale improprio dato ¢ convergente se e solo se —4 < a < 4.

Esercizio 2.b. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/+°° arctan(z®)
o x¢log?(1 + 23)

al variare del parametro a € R.

Sia

_ arctan(z®)
zlog?(1 + 23)°

f(x)

Nell'intervallo (0, 4+00), i punti da controllare sono due: 07 e +oc.
Per x — 07,
28 1
flz) ~ 2i(z3)2  go2

Quindi, per la convergenza, a — 2 < 1 ossia a < 3.
Per x — +o0,
/2 /2 1
z® log?(23) 9  xlog(z)

fx) ~

Cosi, per la convergenza, a > 1.



L’integrale improprio dato e convergente se e solo se 1 < a < 3.

Esercizio 2.c. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/2 )
/ sin®(x) i
o (1—cos’(z))"
al variare del parametro a € R.
Sia
sin?(z)

(1 — cos3(x))®
Nell'intervallo (0,7/2), ¢’¢ solo un punto da controllare ossia 07 (si noti che per x — (7/2)~,

flz) = 1).

Per x — 07,

fz) =

x? x? 1 x? 1 1

f(x)w(l_(l_ﬁ)s)arv(1_(1_E))a:(3/2)a'ﬁzw.w'

2 2

Quindi, per I'integrabilita, 2a — 2 < 1 e l'integrale improprio dato & convergente se e solo se
a < 3/2.

Esercizio 2.d. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/”/2 arctan( sin(x))d
x
0

sin®(2x) y/cos(z)

al variare del parametro a € R.

Sia
arctan(4/sin(z))

o= sin®(2x) y/cos(x)

Nell'intervallo (0, 7/2) dobbiamo fare ’analisi asintotica in 07 e in (7/2)
Per z — 0 abbiamo

z1/? 1 1
f(l’) ~ (21.)@ - E ' pa—1/2°

Quindi, per l'integrabilita, a — 1/2 < 1, ossia a < 3/2.
Per x — (1/2) ", t=n/2—x — 0" e

m/4 /4 /4 1
Sil’la<ﬂ' - Qt) Sll’l(t) Sin“(2t) $1/2 92a tat+1/2°

fx) ~

Per l'integrabilita, a +1/2 < 1, ossia a < 1/2.
L’integrale improprio dato & convergente se e solo se a < 1/2.



Esercizio 3.a. Discutere la convergenza della serie

. log(k? + 3k) — 2log(k)
; (log(vk + 1))3a

al variare del parametro a > 0.

Per k — o0,
log(k? + 3k) — 2log(k) _ log(1 + 3/k)
(log(Vk +1))3 (3 log(k) + log(1 + 1/Vk))%
3/k C

T (Llog(k)*  Elog™ (k)

Cosi, per il confronto asintotico, la serie converge se e solo se 3a > 1 (o = 1, = 3a) ossia se
a>1/3.

Esercizio 3.b. Discutere la convergenza della serie

i (4% + k)a?*
3k—1
=1

al variare del parametro a > 0.

Per k — o0,

(48 + k)a®*  4Fa®* <4a2>k
3k —1 3 \3 /"
Allora, per il confronto asintotico, la serie data converge se e solo se la serie geometrica

S e (4a?/3)F & convergente ossia se |[4a%/3| < 1, da cui |a| < v/3/2.



Esercizio 4.a. Risolvere il seguente problema di Cauchy per x € R,

{y'm +2y(x) = 3¢
y(0) =1

Prima determiniamo una primitiva di a(z) =2 ¢

e il fattore integrante e

Quindi integriamo

/eA(:”)f(x) de = /6290 3e " dx = /de =3z +c.
Dunque la soluzione generale &
y(z) = e 4@ / eA@ f(z)dr = e (3z+¢).

Ora imponiamo la condizione y(0) = 1:

Cosl la soluzione cercata in R ¢

Esercizio 4.b. Risolvere il seguente problema di Cauchy per z € R,

{y'm +2ay(x) = ze™®
y(1) =e™!

Prima determiniamo una primitiva di a(x) = 2z &

2

e il fattore integrante e

Quindi integriamo

2
/eA(m)f(x) dx = /ew2xe_x2 dx = /xdm = % +c.



Dunque la soluzione generale ¢ uguale a

Ora imponiamo la condizione y(1) = e

y(U::e_1<%~+c)::e_l

da cui si ricava che ¢ = 1/2. Quindi la soluzione cercata in R &

2?2 +1
y(z) = 2 ZB2 *
€

Esercizio 4.c. Risolvere il problema di Cauchy per z € (=2, 4+00),

y(0)=2

Una primitiva di a(x) =1/(x +2) per x > —2 ¢

A(x):/a(x)dx:/x_li_dezlog(:c—i—Q).

Allora il fattore integrante e
6A(ac) — 6log(ac-‘,—2) — x4+ 2.

Quindi integriamo
/ A f(z) de = / (2 +2)3¢" do = 3 / (z+2)d(e”)
o st

e la soluzione generale e

_ 3(x+1)e" +¢
— A(x) A(z) dr =
o) = e [0 g i = 2D

Ora imponiamo la condizione y(0) = 2:

34
===

y(0) 2

da cui si ricava che ¢ = 1. Quindi la soluzione cercata in (—2,+00) &

3(z+1)e"+1
T+ 2 '

y(r) =

7



Esercizio 4.d. Risolvere il seguente problema di Cauchy per = € (—7/2,7/2),

y'(x) + tan(z)y(z) = cosl(x)
y(0) =4

Prima determiniamo una primitiva di a(x) = tan(z) in (—7/2,7/2),

A(z) = /tan(:z) dx = —/ cosl(a:) d(cos(x)) = —log | cos(x)| = — log(cos(z)).

Allora il fattore integrante e
1

cos(x)’

/eA(m) f(z)de = /cosiw dxr = tan(x) + ¢

e la soluzione generale e

6A(gv) — e log(cos(z)) _

Quindi integriamo

y(z) = e 4@ /eA(:”) f(x)dx = cos(z) (tan(x) + ¢) = sin(x) + ¢ cos(x).
Infine imponiamo la condizione y(0) = 4:
y(0)=c=4
) e

y(z) = sin(zx) + 4 cos(x).

e la soluzione cercata in (—g,

vl



Esercizio 5.a. Risolvere in C la seguente equazione

(3+i)z =2 — 4.
Abbiamo che
C2-4i  (2-4)(B3-i) 6-12—2i+4° 2-14i 1 T

= - — -l
b}

344 3+ 32 + 12 10 5

Esercizio 5.b. Risolvere in C la seguente equazione

(2—14)z —5=(1+2i)
Abbiamo che
5+ (142i)° 5+143-2i+3-(20)*+(20)* 5+1+6i—12—8i

T 2 2
_ _ . . 2 . 2. . .2 .
_ =6 222_2w:_26+ i+ 30+ :_25%—5@:_2_%.
2—1 |2 —i|? 441 5

Quindi z = (z) = -2 + 2i.

Esercizio 5.c. Risolvere in C la seguente equazione

22(z + 1) = —|3 — 4i.
Abbiamo che I'equazione si scrive come
0=22(z+1)+|3—4i| =222+ 22+ /32 + (—4)2 =22+ 22 +5
Cosi, A = (2)2—4-2-5= —36 < 0 e quindi le soluzioni sono

—24 60 1 3. —2— 61 .
z1 = =——-+z1 e 2= = —5 "ot

1
4 22 4 2 2

Esercizio 5.d. Risolvere
22(2% + 13) = —36.

L’equazione data e equivalente a
7t +132" + 36 = 0.

Poniamo w = 22 e risolvendo w? 4 13w + 36 = 0 troviamo A =132 —4-36 =25 ¢

—13+5 —13-5
= = —4 = - = —9.
w1 5 e  Wa B
Cosi rimangono da risolvere 22 = —4 e 22 = —9 da cui le soluzioni dell’equazione data sono
21 = 2@, 9 = —21, 23 = ?)Z, Z4 = —31.



Esercizio 5.e. Risolvere
||2] — 3i]* = 4.

Dato che |z| ¢ un numero reale e —3i ¢ un numero immaginario allora
[l2] = 3" = 2" + (=3)" = |2|* + 9.

Cosi I'equazione diventa |z|? + 9 = 4, ossia |z|> = —5 che non ha soluzioni visto che |z|* > 0.

Esercizio 5.f. Risolvere
(14+4)2((z + 49)® — i) = 6.

Dato che (1+414)? =14 4%+ 2i = 2i, quindi

6
(z+4i)2:z'+2—l_ =i —3i=—2i.
Siccome le radici quadrate di —2i = 2e3™/2 sono
+1/2e3m4 = +1/2(cos(3mi/4) + isin(3mi/4)) = £(—1 4 1),

allora le soluzioni complesse dell’equazione data sono due

—di4 (1+i)=—1-3i ¢ —4i—(-1+i)=1—D5i
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