Analisi Matematica

Foglio di esercizi n. 10
SOLUZIONI

Esercizio 1.a. Calcolare

. (log(1 — x) — x)* — 2sin(22? + 23)

20 e~ — cos(v/2x)
Per x — 0,
log(l — ) = (—z) — (_5)2 + (_5)3 +o((—2)?) = —z — %2 - %3 +o(z).
e quindi
(log(1l —x) —2)* = (217 + ; + %3 + 0(x3)>2 = 42? + 22° + %4 + %w‘l + o(z*)
= 4% + 22° + 1943:4 + o(x?)
Inoltre
sin(22? 4+ 2%) = (222 + %) + o(z*)
e :1—x2+#+0($4) :1—x2+%4+0(x4)
cos(vV2x) =1 — (\/ix)z + (\/zlx)4 +o(x*)1 — 2% + %4 + o(z).
Infine

19z4
(log(1 — x) — ) — 2sin(22* + 2°) o + 227 + H5- + o2 — 2(2x2 +a® + 0@4))

e~ — cos(v/2x) 1— 22+ Z +o(z?) — (1 — 22+ %4 + 0(m4)>

8= do(eh) 19

— —.
2+ o(x?) 4



Esercizio 2.a. Calcolare

2 323 + 272
—dux.
0 \/4 — 22
Ponendo x = 2sin(t) abbiamo che dz = 2 cos(t)dt e
232 42 /% 24 sin®(t) 4 8 sin’(t
2% + 222 sin”(t) + Sm()(Qcos(t)dt)
V4 —x2 0 2 cos(t)

=24 /ﬂ/z(l — cos?(t)) sin(t) dt + 4/7T/2(1 —cos(2t)) dt

cos3(t)77/2 sin(2t)77/2
- =]
3 }0 + 2

2 T
—24. 244221642

3+ 5 6+ 27

= 24[ — cos(t) + .

dove 2sin*(t) = 1 — cos(2t).

Esercizio 2.b. Calcolare

/0 1 71%(3; 3 i

Iniziamo integrando per parti e poi poniamo t = /z, cosi dx = 2tdt e

/Ol%dx:2/ollog(m+3)d(\/§)
:2[\/Elog(m+3)];—2/o Ve dx

T+ 3
L2 4
:2log(4)—4/ Bdt

o t2+3
1 1 dt
= 2log(4) — 4 dt + 12
0g(4) /0 + /0 2 +3
= 4log(2) — 4+ 12 [—amtaﬂ(t/ \/é)] 1
V3 0
2
=4log(2) — 4+ —.
g(2) 7
Esercizio 2.c. Calcolare
/+°° x+5
dx
o (z+3)(2?2+3x+2)
Abbiamo che
r+5 B r+5 A B C

T3 @ 13212) GiD@12)@t3) 2+l 742 743
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dove

T +5 r+5 r+5

A= lim =2, B= lim =-3,C= lim

e——1(x +2)(z + 3) e—-2 (x+1)(z +3) e=-3 (x+1)(z +2)

Allora

Foo x+5 Foo 2 3 1
dr = — + dx
o (x+3)(22+3x+2) 0 r+1 2+2 243

- [2log\:c+1| —310g\x+2\+10g\$+3|}
_ [1og((x tjl%i 3))]0+OO
— log(8/3).

Esercizio 2.d. Calcolare N
& 1

0 \/E‘l‘l'z

Poniamo t = +/z, allora t? = z, 2tdt = dx e

+oo 1 +oo 1 +oo 1
. da= _(2tdt) =2 .
o vatar ol A g (2t A B+1

Orat3+1=(t+1)t2—t+1)e
1 11 t—2
B+1 3\t+1 2—t+1)
Inoltre se s =t — 1/2 allora
t—2 s —3/2
e d
/t2—t+1 /s2+3/4 s

s 3 1
Wb v
= %10g(82 +3/4) — V3arctan(2s/V3) + ¢

dx.

1 2t —1
= _—log(t®? —t+1 —\/garctan<7)—|—c.
5 g( ) 7

—+00
0

=1.



Quindi,

400 1 400 1
——dr =2 ——dt
o Vrta? ! /0 t+1
2 1 2t — 1\ 7+
- N 1) — =log(2 — t + 1 £ ]
3[og(t+ ) 5 og(t* —t+ )+\/§arctan< 7 ) .
2 t+1 2t — 1\ 7+
=—llog| —— +\/§arctan< )}
3[ g(\/t2—t+1 V3 ) o
_2 \/§7T+\/§7T B 47
3\ 2 6 | 33
Esercizio 2.e. Calcolare "
/ tan(z) tan(2z) dz.
0

Notiamo che la funzione integranda e non-negativa sull’intervallo di integrazione. Inoltre per
r— (r/4) ", t=n/4—x — 0%,

tan(x)tan(2x)::tan(w/4-—t)tan(ﬂ/2—-2t)::Eé%ggégéiflrw 5;.

e dato che I'integrale di 1/t in un intorno destro di 0 & divergente a 400 possiamo concludere,
senza determinare una primitiva di tan(z) tan(2z), che anche 'integrale improprio in questione
diverge,

w/4
/ tan(x) tan(2z) do = 400.
0

Esercizio 2.f. Calcolare

+o00 1
—duz.
0 Vvetr —1

Poniamo ¢ = ve** — 1, allora = = }log(1 + t?), dz = z(%ﬁﬂ) e

/+°° 1 p tooq tdt
——dzr = -
o Vel —1 ot 201+
too /20 7

—2 arctan 0 = 5 —4




Esercizio 2.g. Calcolare

1
/ arccos(z) Je.
0 V 1—2z

Abbiamo che

01 % dx = /01 arccos(x)d(—2v1 — x)
= —Q[arccos(x)mn +2 /01 V1 — zd(arccos(z))
VI-w !
\/_712 =7 — 2/0
=w—2PVTIﬂ0=w+4—4¢§

+o0
/ e~ 7 dx.
0

el = sexckk+1),

=7—2 dx

1+z

Esercizio 2.h. Calcolare

Dato che

per ogni intero n > 0,

1

n n—1 k+1 n—
/ e_L:L‘J dr = Z/ —|z] dl.Z/ —k dr = (6—1)k _ —.
0 k=0 7k k 1—e

0

allora per ogni numero reale ¢t > 0

: 11 ‘ T
/ e~ dy = / e~ dx —i—/ e lldy = ———— et — |t])
0 0 t] 1—e!

infine per t — +o00.

+o0o t
/ e dy = lim el
0

t—4o00 0
1—e Lt
_ 1]
tl}-‘,-moo — 6_1 T tlg-noo € <t LtJ)
1 e
p— O pu—
1—e1 * e—1



Esercizio 3.a. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/”/2 V/sin(z)(1 — sin(z)) i

tan’(z) cos?(z)

al variare del parametro a € R.

Sia

sin(z)(1 — sin(z

oy = VI

tan®(x) cos?(x)
Nell'intervallo (0,7/2) i punti da indagare sono due: 0 e (7/2)".
Per x — 07,

r1/? 1

fx) ~

e ~ pa—1/2°
Per la convergenza, a — 1/2 < 1 ossia a < 3/2.
Per © — (7/2)7,sihachet = 7/2—x — 07, sin(z) = cos(t), cos(x) = sin(t), tan(x) = 1/ tan(¢)

’ _a- cos(t))V/2  (#2/2)4* 2712

x ~ = )
/@) tan~(t) sin®(t) 12-a tl—a
Per la convergenza, 1 —a < 1 ossia a > 0.
Cosi I'integrale improprio dato & convergente se e solo se 0 < a < 3/2.

Esercizio 3.b. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

w/2
/ tan(x) s

nja (tan?(z) — 1)

al variare del parametro a € R.
Sia
tan(x) _ tan(x)
(tan?(z) — 1)  (tan(x) + 1)*(tan(z) — 1)
e (m/2)".

fx) =

Nell'intervallo (7/4,7/2) i punti da indagare sono due: (w/4)"
Per x — (r/4)",sihachet =ax — /4 — 0% e

11
2a(2t)a  4ata

fx) ~

dove si ¢ usato lo sviluppo di tan(z) in 2 = 7/4
tan(z) = tan(m/4) + tan’(n/4)(x — 7/4) + o(x — 7/4) = 1 + 2t + o(t).

Quindi, per la convergenza, a < 1.
Per x — (7/2)~,si ha che t = 7/2 —x — 07, tan(z) = 1/tan(t) ~ 1/t e

t! t 1
f(x) ~ (t_2 _ 1)a o t—2a<1 _ t2)a ~ t1—2a”
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Per la convergenza, 1 — 2a < 1 ossia a > 0.
Cosi l'integrale improprio dato € convergente se e solo se 0 < a < 1.

Esercizio 3.c. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/3 Vv +2log(x + 2)

6rz—a)p =

al variare del parametro a € R.
Sia
f(x) = vz +2log(r +2) log(z + 2)
6+ z -2 (3—x)e(x+2) /2
Nell'intervallo [0, 3) € necessario indagare solo in 3.
Per x —+37,sihachet=3 -2 — 0" e

log(5) C

f(ﬂ?) ~ taga—1/2 o ta

e quindi l'integrale di f su [0, 3) converge se e solo se a < 1.

Esercizio 3.d. Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/1 | sin(ax) —log(1 + 2z)| i
0 $2(\/4+l’+\/5—2)

al variare del parametro a € R.
Sia
(o) | sin(ax) — log(1 + 2z)|
€Tr) =
22(V4+x+ Jx —2)
Nell'intervallo (0, 1) & necessario indagare solo in 0%.
Per x — 07,

_ ez + o(z?) — 2z — 22% 4+ o(2?))| _ [(a —2)z + 22° + 0(x2)|.

221+ L to(x)+a2—2) @+ I+ o(r)

()

Quindi se a # 2,
la — 2|z |a—2|
fx) ~ 572 132

e l'integrale non ¢ convergente. Invece se a = 2 allora

222 2
f(@“ﬁzm

e l'integrale ¢ convergente.
Quindi la convergenza si ha solo per a = 2.



Esercizio 4.a. Calcolare la somma della serie
=3 4k _ 9. 5k

k—1
— 20

La serie puo essere riscritta nel modo seguente:
- 4k 5 (34 2.5
Z 3 oo 2 pm :Z k=1 k-1 )
20 20 5 4
k=1 k=1
Per la linearita possiamo scomporre la serie in due serie geometriche convergenti:
o0 i 5k 1\ kL % 71\ k-1 .
Z(E”'W—?'W)ZU'ZG) —10'2(1) (j=k-1)

5w E0)

Esercizio 4.b. Calcolare la somma della serie
S
p k—1 &k

Osserviamo che la somma parziale S,, per n > 2 diventa

- 1 1
S Z(k:—1‘%) k—1
k=2 k=2 k=2
n—1 1 n 1 n—1 1 n—1 1 1
j=1 )= g=2j k=2 n
B 1
- -
Cosi
et 1 1 1
— ) = lim S, = Ii 1— 2] =1.
2 (k; 1 k;) oo oo ( n)



Esercizio 5.a. Studiare il comportamento della serie

[e.9]

1
Z; k,l—i—,lC

La serie ¢ a termini positivi e per k — oo,

1 1
K R VE K
=~
ﬁ
Quindi, per il confronto asintotico, dato che Z i ~+00, anche la serie data diverge a +o00.
k=2

Esercizio 5.b. Studiare il comportamento della serie

Per k — o0,
sin(1/k) 1/k 1
log(k2 +k+1) log(k2)  2klog(k).
Dato che Z L = 400 (e = f = 1), per confronto asintotico la serie data diverge a +oo.
— klog(k)

Esercizio 5.c. Studiare il comportamento della serie

i VEZ+1—k
Tk 1207
c~ e % +log”(k)

Abbiamo che, per kK — oo,

eF+10g’ (k) log?(k) (1 + Q(k)) log”(k) — 2klog*(k)

Cosi, per il confronto asintotico, dato che Z

————— converge (o = 1,8 =2 > 1), anche la
2 T 1og(h) verge (a 8 ), an



serie data € convergente.

Esercizio 5.d. Studiare il comportamento della serie

(e}

Z kR

k=1

Sia ax = kFe™* > 0 allora, per k — oo,
Vap = (Kre )Wk = ke ™" 5 0<1

e quindi la serie converge per il criterio della radice.

Esercizio 5.e. Studiare il comportamento della serie

Z cos(mk) arctan(1/k).
k=0
Abbiamo che cos(rk) = (—1)*. Inoltre arctan(1/k) & decrescente perché arctan(z) & una

funzione crescente e
lim arctan(1/k) = 0.

k—o00

Dunque, per il criterio di Leibniz, la serie ¢ convergente.

Esercizio 5.f. Studiare il comportamento della serie

o0

Z(x/k:3+1—\/k:3—1).

k=1

Per k — o0,

VE +1-VE — 1=k ,/ +ﬁ—\/ -5

- (1 g ol - (1—2%+0<1/k3>)>

1 k3/2 1
_1.3/2 3 _
= k¥ (k;3 o(1/k )) k3 k32

1
Cosi, per il confronto asintotico, dato che Z ez converge (v = 3/2), anche la serie data ¢
k=2
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convergente.

Esercizio 5.g. Studiare il comportamento della serie

— (k)
2 (2k)!

2

1

Sia ar = (k!)?/(2k)! > 0 allora, per k — oo,

wer ((k+DD2 (2R (R+DE))? (2k)!

(k+1)?

ar QK+ (KD (2k+2)(2k+ 1D)(2k)! (k)2

e quindi la serie converge per il criterio del rapporto.

Esercizio 5.h. Studiare il comportamento della serie

(e}

1
D oo

k=1

Si ha che
1 1

1

(2k 4+ 2)(2k + 1)

Dlog(k) — exp(log(k) log(2) = los®)”

Dato che a = log(2) < 1, la serie diverge a +o0.

11

1

- -<1
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80 co 1 __ 0ok 0o k2
Esercizio 6.a. Sapendo che )~ & = e, calcolare )~ 77 e

k=0 %k!"
Per la prima serie si ha che
Nk o=k = 1 =1
R O
k=0 k=1 k=1 §=0
dove j =k — 1.
Per la seconda serie si ha che
. k2 k2 —k+k ook:(k:—l) =k > 1 =1
P R TEieD Dy T D vED B TR Dh R
k=0 k=0 k=0 k=0 k=2 §=0
dove j =k — 2.

Esercizio 6.b. Fare un esempio di una funzione f positiva e derivabile in (0,4o00) tale che
lim, o+ f(x) = 400, lim, . f(z) =0e 0+°° f(x) dx sia convergente.
Ad esempio la funzione
1
r)=—
f(z) x® + b

con 0 < a <1 < b, ha le proprieta richieste (si veda anche 1’esercizio 2.d).
Tale funzione ¢ derivabile in (0, 4+00),

lim f(z) =400 e lim f(z)=0.

r—0t r——+00

Quindi, per il teorema dei valori intermedi, f((0,+00)) = (0, +00). Inoltre l'integrale improprio
di f su (0,1) & convergente perché per

1 1
per z — 07, f(z) = —cona<1 e perz— +oo, f(xr) = — conb> 1.
z® T
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