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a) Calcolare Iasintoto di f per x — +o0.

Esercizio 1. Sia f(z) =

T—+00

2xr + 6 )

b) Calcolare il limite lim (f(x) 15 log(z + 2) — log(x)

a) Per x — 400,

-2 (5 g o)) (=5 +()
+0<1>) =2r+1—-104+0(1) =22 — 9+ o(1).

Cosi l'asintoto richiesto ¢ y = 2z — 9.

b) Per x — 400,
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=2r+6—-440(1) =2 +2+o0(1).

Infine, per a),

= lim (2z—9+0(1)— (2z+2+0(1))) = —11.
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1+ 222
Esercizio 2. Sia f(z) = log e .
1 — 2sin(x)

a) Calcolare il polinomio di Taylor di ordine n =4 di f in 2y = 0.

b) Trovare l'intervallo piu grande che contiene 0 ed ¢ contenuto
nel dominio della funzione f.

a) Dopo aver applicato le proprieta del logaritmo, per x — 0, abbiamo che

F(@) = log(1 + 222) — %log(l _ 9sin(z))

2 2)\2 1 3

= 2% — % + o(z?) — 5 log (1 — <2x — % + 0(x4)>)
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:x+3x2+%—%+ (z*)

Cosi il il polinomio di Taylor di ordine n =4 di finxzyo =0 ¢

3 4
T4(m):x+3x2+%—%.

b) Dato che 1+ 22% > 0, per il dominio basta imporre che, al denominatore, 1 — 2sin(x) sia
positivo, ossia

sin(z) <

N | —

Quindi il dominio D e I'unione degli intervalli

<—%T + 2%k, % + 2k7r) ,

al variare di k € Z. Cosi I'intervallo piu grande in D che contiene 0 &
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Y e log(z) — 1
Esercizio 3. Sia / dx
»  z(log(x))*(1 + log(x))

a) Determinare per quali b > 0 U'integrale dato & convergente.

b) Calcolare I'integrale per b = €.

a) Per b > 0, i punti da indagare per la convergenza sono: 0%, (1/e)%, 1%, e +o00.

Cominciamo dall’estrema destra e procediamo verso sinistra.

Per x — 400,
log(z) — 1 log(x) 1

#(log(x))2(1 +log(x)) ~ a(log(x))® ~ (log(x))?
il cui integrale converge in un intorno di 4o0.
Per x — 17, si halog(x) ~z —1e

log(z) — 1 -1 1

z(log(x))2(1 +log(z))  1-(z—1)2-1  (z—1)2

e dunque l'integrale non converge in un intorno destro di x = 1.
Allora, senza esaminare gli altri punti, possiamo gia concludere che I'integrale dato e convergente
se e solo se b > 1.

b) Posto t = log(x), si ha dt = dx/z e
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dove I'equazione

t—1 A B C

t2(1 +1t) T e T
erisoltaper A=2 B=—-1e(C = -2



Esercizio 4. a) Per quali valori di ¢t € R 'equazione
|22 +t-i=4z—2.

ha almeno una soluzione z € C?
b) Determinare tutte le soluzioni z € C dell’equazione

1 4
4 i==—2
EEE

a) Posto z = x + iy con z,y € R, si ha che |z|> = 2° + y? e Pequazione diventa
2?4+ y? +ti = da + diy — 2.
Separando la parte reale e la parte immaginaria si ottiene

Py =dr-2 | [@—det2+{5=0
t =4y y=13
L’equazione di secondo grado ha soluzioni reali se e solo se il discriminante A > 0 ossia
t2 t2
Az@%f—4@+€6)20@8—ZQHN$ESB2©t€}4¢Z%@]
Se questa condizione e soddisfatta, si trovano z,y € R e quindi anche la soluzione z € C.

b) Posto t = —4 e w = x + iy = 1/z, per quanto detto in a), dobbiamo risolvere

{x2—4x+3:(x—1)(m—3)20 <:>{x:1 U{sz
1

y==t=—1 y=-— y=—1

1
dacuiw; =1—17ewy =3—1. Cosi le soluzioni cercate sono:
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