Analisi Matematica - CdL Informatica
Svolgimento della prova scritta del 8/7/2025
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Esercizio 1. Sia f(x) = log (’1 + —D bt
T x

a) Determinare 'insieme {f(z) : € D} dove D ¢ il dominio di f.

b) Quante sono le soluzioni dell’equazione f(x) = 07

¢) Quanto vale /Oo f(x) dx?
4

a) Il dominio di f & dato dalle condizioni 14 2 # 0 ¢ 22 # 0 e quindi D =R\ {-2,0}. Inoltre
f e continua in D e agli estremi di D i limiti sono

lim f(z)= lim f(z)=—-00 e lim f(z)=0.

z—0% z——2+ T—Fo00
Per x € D,
1 -2 2 2(x? — 2 2 D(x—2
f/($): 2'_+—:— (l’ (ZL’—I— )):_ (l’—l— )(ZL’ )
1+2 22 a3 3 (x +2) 23 (x +2)

Quindi f ¢ strettamente crescente in (—2,—1] e in (0,2] ed ¢ strettamente decrescente in
(—00,—2),in [—1,0) ein [2,+00). Dunque x = —1 e x = 2 sono punto di massimo relativo con
valori f(—1) = —1e f(2) =log(2) —1/4 > 0. Confrontando questi valori con i valori dei limiti
agli estremi si conclude che log(2) —1/4 & il valore massimo. Per il teorema dei valor intermedi
applicato agli intervalli di D si conclude che

{f(z): 2 € D} = (—o0,log(2) — 1/4].

b) Per a), la funzione f ¢ negativa in (—oo, —2) U (—2,0), ed ¢ positiva in [2, +00). Invece
nell'intervallo (0,2] la funzione ¢ strettamente crescente passando da —oo a log(2) — 1/4 >
0. Quindi per il teorema degli zeri e la stretta monotonia, in (0,2] c¢’¢ 'unica soluzione
dell’equazione f(z) = 0.

¢) Per b), la funzione f & positiva in [4, +00) e per x — 400,

Dato che [ 400 % dx = +oo0, per il criterio del confronto asintotico anche | 400 f(x) dr = +o0.



wx — sin(mz)
x2?log(x) log (@)

a) Calcolare lim <f(a¢) (x— 1)2>.

z—1

Esercizio 2. Sia f(z) =

b) La serie Z f(1/k) & convergente?
k=2

a) Perx - 1,sihachet=2—-1—0e

T—20 ™ T

log(1 + ) log (%) * log(1+1)log (1 + 3y o(t)) t-g

fx) ~

Cosl

lim (f(x) Nz — 1)2> = lim <t W% -t2) = 2—7T

z—1 t—0 3

b) Per z — 0,
T — (m; — @ + 0(:)33))

x? log(m)(log(x) +log(1 +z) — log(2))

(ﬂé‘)?’ B T

~ Rlog@P  C log@)?

Quindi per k — +o0, 1/k — 0 e

fz) =

1/k C C
1/k)~C - = = .
PR~ og(UmP ~ R~ TogB)? ~ Klloa(R)?
- 1
Dato che la serie ———— ¢ convergente (o =1 e § =2 > 1), per il criterio del confronto
; k(log(k))?

o
asintotico anche la serie Z f(1/k) & convergente.
k=2



Esercizio 3. Risolvere il problema di Cauchy per x € R,
(14 22y (z) = (4 + 32° — y(x))
y(0) =8

Risistemando 1 termini abbiamo che

x(4 + 322
yle) = (1+:c2 )

y'(z) +

Quindi a(z) =

_T _
14227
T

Alz) = /a(x) do = /de _ %log(l +22)

e il fattore integrante ¢ eA® = /1 4 a2.
Inoltre, dopo aver posto t = 1 + 22, si ha che dt = 2z dx e

Alx) I EICE: 3z?%) _ 1 [4+30-1)
/e f(x)dx Wiew:a dz 5 / — dt

1 3
== [+ 2 —/t1/2 dt
2/ *3

=t"2 413 4 ¢
=(1+2)2+ (1427 + e

Cosi la soluzione generale e

— ,—A®) A=) dr =1+ (1+ 24_#—2_‘_ 24_7
A e e A xXr xXr xXr .

Imponendo la condizione y(0) = 8 si trova
8=2+4+¢c = ¢c=6
e la soluzione cercata ¢

6
y(r) =2+ 2* + ——.
V14 22



Esercizio 4. Sia f(z,y) = log(z?y — 3y> + 2?).
a) Calcolare il piano tangente al grafico di f nel punto (2,1, f(2,1)).

b) Trovare tutti i punti critici di f e studiarne la natura.

Il dominio D di f, & dato dai punti (z,y) tali che 2%y — 3y3 + 22 > 0.
In D, le derivate parziali sono uguali a

2zy + 2z

f:v(xvy> = I2y _ 3y3 +LE‘2 € fy(xvy) =

2?2 — 9y
x2y — 3y3 + 22’

a) Il piano tangente al grafico di f nel punto (2,1, f(2,1)) &

8
=f20+ L2 1)(@-2)+ £,2 1y —1) =log(5) + £ (z - 2) — (y — 1).
b) Per determinare i punti critici di f poniamo Vf = (f,, f,) = (0,0) e risolviamo in D il
sistema
2y +2x =0 - z(y+1)=0 @xouy
22— 9y =0 22 = 9y? y=0 r =33
Il punto (0,0) va scartato perché non appartiene a D, mentre (3, —1) e (=3, —1) sono effetti-

vamente punti critici.
Le derivate seconde di f sono:

fro(2,y) = — (2zy + 20)° 2y + 2
AT (22y — 3y3 + 22)2 a2y — 3y3 + 22’
_ ~ (2xy + 22) (22 — 9y?) 2x
fxy(zay)_fyf(z?y) - (ny_3y3+x2)2 x2y_3y3+x2’
(2 = 9°) 18y

Julw:y) = = (x2y — 3y® + 22)2 a2y — 33 + a2’

Calcoliamo la matrice hessiana nei punti critici:

0 =2
ztff(j:g,—l):{jE2 6}

Dato che det(H (%3, —1)) = —4 < 0 allora (3, —1) e (—3, —1) sono punti di sella.



